
فصل نهم

انتگرال گیری عددی

مبانی تحلیل اجزاء محدود، تألیف دیوید هاتن، ترجمه شهاب الدین حاتمی و همکاران:            مرجع اصلی
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ایده انتگرال گیری عددی

The World of Izzy Pop

y=h (x)
y=h (x)

𝑰 = න

𝒙𝐢

𝒙𝐣

𝒉(𝒙)𝒅𝒙

...وگوسسازیمربعسیمپسون،قاعدهای،ذوزنقهقاعده:عددیگیریانتگرالهایایده



انتگرال گیری عددی-فصل نهم

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

به نحوی bو a، ضرایب rبه xبا تغییر متغیر از 
.  شوند+ 1و -1انتگرال حدود گردند که تعیین می

3

𝑰 = 𝒙𝟏׬
𝒙𝟐 𝒉(𝒙)𝒅𝒙

𝒓 = 𝒂𝒙 + 𝒃
𝒅𝒙 →

𝒅𝒓

𝒂

𝑰 = න

−𝟏

𝟏

𝒇(𝒓)𝒅𝒓

نرمال سازی 

x1 x2

h (x)

x

-1 +1

f (r)

r

−𝟏 = 𝒂𝒙𝟏 + 𝒃

+𝟏 = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃
𝒂, 𝒃

𝒉(𝒙) → 𝒈(𝒓)
𝑰 = න

−𝟏

𝟏
𝟏

𝒂
𝒈(𝒓)𝒅𝒓 = න

−𝟏

𝟏

𝒇(𝒓)𝒅𝒓
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.شوندمینامیدهگوسنقاطیانمونهنقاطriوگوسوزنضرایبWiکه

4

𝑰 ≈෍

𝒊=𝟏

𝒎

)𝑾𝒊 𝒇(𝒓𝒊

مربع سازی گوس

𝑰 = න

−𝟏

𝟏

𝒇(𝒓)𝒅𝒓

r
r3

r1 r2

W3
W1 W2

f (r3)
f (r1)

f (r2)

𝒇(𝒓)
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𝑰 = 𝟐𝒂𝟎 +
𝟐

𝟑
𝒂𝟐 +

𝟐

𝟓
𝒂𝟒 +⋯+

𝟐

𝒏 + 𝟏
𝒂𝒏

وانتمیشود،محاسبهایچندجملهاینانتگرالگوسسازیمربعروشبهاگراما
مرتبهتاایجملهچندانتگرالوزن،ضریبmوگوسنقطهmانتخابباکرداثبات

2m-1نمودمحاسبهدقیقطوربهتوانمیرا.

مربع سازی گوس

، حاصل دلیل تقارن حدود انتگرالبه . این انتگرال موجود استدقیقحل تحلیلی و 
: شود و لذامیانتگرال همه جملات با توان فرد صفر 

𝒇 𝒓 = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒓 + 𝒂𝟐𝒓
𝟐 + 𝒂𝟑𝒓

𝟑 +⋯+ 𝒂𝒏𝒓
𝒏

𝑰:در حالت نرمالnمحاسبه انتگرال چندجمله ای مرتبه  = න

−𝟏

𝟏

𝒇 𝒓 𝒅𝒓
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:بامقدار انتگرال چند جمله ای فوق، به روش مربع سازی گوس برابر است

6

𝑰 ≈෍

𝒊=𝟏

𝒎

)𝑾𝒊𝒇(𝒓𝒊 = 𝑾𝟏(𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒓𝟏 + 𝒂𝟐𝒓𝟏
𝟐 + 𝒂𝟑𝒓𝟏

𝟑 +⋯+ 𝒂𝒏𝒓𝟏
𝒏)

൯+𝑾𝟐(𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒓𝟐 + 𝒂𝟐𝒓𝟐
𝟐 + 𝒂𝟑𝒓𝟐

𝟑 +⋯+ 𝒂𝒏𝒓𝟐
𝒏

൯+𝑾𝟑(𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒓𝟑 + 𝒂𝟐𝒓𝟑
𝟐 + 𝒂𝟑𝒓𝟑

𝟑 +⋯+ 𝒂𝒏𝒓𝟑
𝒏

⋮
⋮

൯+𝑾𝒎(𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒓𝒎 + 𝒂𝟐𝒓𝒎
𝟐 + 𝒂𝟑𝒓𝒎

𝟑 +⋯+ 𝒂𝒏𝒓𝒎
𝒏

𝒇 𝒓 = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒓 + 𝒂𝟐𝒓
𝟐 + 𝒂𝟑𝒓

𝟑 +⋯+ 𝒂𝒏𝒓
𝒏

مربع سازی گوس
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و نیز ri، مقادیر نقاط گوس Wiمجهولات شامل ضرایب وزن 
. باشندمیmنقاط گوس تعداد 7

෍

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊 = 𝟐

෍

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊𝒓𝒊 = 𝟎

෎

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊𝒓𝒊
𝟐 =

𝟐

𝟑

෍

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊𝒓𝒊
𝟑 = 𝟎

෎

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊𝒓𝒊
𝟒 =

𝟐

𝟓

⋮

෍

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊𝒓𝒊
𝒏−𝟏 = 𝟎

෎

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊𝒓𝒊
𝒏 =

𝟐

𝒏 + 𝟏

مربع سازی گوس

𝑰 = න

−𝟏

𝟏

𝒇 𝒓 𝒅𝒓 = 𝟐𝒂𝟎 +
𝟐

𝟑
𝒂𝟐 +

𝟐

𝟓
𝒂𝟒 +⋯+

𝟐

𝒏 + 𝟏
𝒂𝒏

n+1 2معادله وm+1 مجهول

𝑰 ≈෍

𝒊=𝟏

𝒎

)𝑾𝒊𝒇(𝒓𝒊 = 𝑾𝟏(𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒓𝟏 + 𝒂𝟐𝒓𝟏
𝟐 + 𝒂𝟑𝒓𝟏

𝟑 +⋯+ 𝒂𝒏𝒓𝟏
𝒏)

൯+𝑾𝟐(𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒓𝟐 + 𝒂𝟐𝒓𝟐
𝟐 + 𝒂𝟑𝒓𝟐

𝟑 +⋯+ 𝒂𝒏𝒓𝟐
𝒏

൯+𝑾𝟑(𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒓𝟑 + 𝒂𝟐𝒓𝟑
𝟐 + 𝒂𝟑𝒓𝟑

𝟑 +⋯+ 𝒂𝒏𝒓𝟑
𝒏

⋮
⋮

൯+𝑾𝒎(𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒓𝒎 + 𝒂𝟐𝒓𝒎
𝟐 + 𝒂𝟑𝒓𝒎

𝟑 +⋯+ 𝒂𝒏𝒓𝒎
𝒏

عددی با حل تحلیلیحل برای تساوی 
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داشته ( n=1)ای خطی عنوان مثال اگر یک چند جملهبهت

:باشیم، تنها دو معادله نخست وجود دارند، یعنی

:داریماولمعادلهازگوس،نقطهیکانتخابباتنها

:شودمینتیجهدوممعادله،W1داشتنباو

8

𝑾𝟏 = 𝟐

𝒓𝟏 = 𝟎

مربع سازی گوس
෍

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊 = 𝟐

෍

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊𝒓𝒊 = 𝟎

نقطه یک تنها و لذا با 
گوس، دو معادله فوق، 

.دقیقاً ارضا می شوند

(1)

(2)

r r

𝒇 𝒓 = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒓 න

−𝟏

𝟏

𝒇 𝒓 𝒅𝒓 =𝟐 × 𝒇 𝟎
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r r

r1با فرض تقارن نسبت به محور قائم  = −r2  و با لحاظ
W1معادله اول، = W2 که در نتیجه معادلات اول،  1 =

:از معادله سوم داریم. ارضا می شونددوم و چهارم

9

𝑾𝟏 +𝑾𝟐 = 𝟐
𝑾𝟏𝒓𝟏 +𝑾𝟐𝒓𝟐 = 𝟎

𝑾𝟏𝒓𝟏
𝟐 +𝑾𝟐𝒓𝟐

𝟐 =
𝟐

𝟑
𝑾𝟏𝒓𝟏

𝟑 +𝑾𝟐𝒓𝟐
𝟑 = 𝟎

𝒓𝟏
𝟐 + 𝒓𝟐

𝟐 = 𝟐𝒓𝟏
𝟐 =

𝟐

𝟑
⇒ 𝒓𝟏 =

𝟏

𝟑

مربع سازی گوس
.  شودمی بررسی ( n=3)ای درجه سوم یک چند جملهاکنون 

:داریممعادله حالت چهار این در 

𝒇 𝒓 = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒓 + 𝒂𝟐𝒓
𝟐 + 𝒂𝟑𝒓

𝟑
න

−𝟏

𝟏

𝒇 𝒓 𝒅𝒓 =𝟏 × 𝒇
𝟏

𝟑
+ 1 × 𝒇 −

𝟏

𝟑

෍

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊 = 𝟐

෍

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊𝒓𝒊 = 𝟎

෎

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊𝒓𝒊
𝟐 =

𝟐

𝟑

෍

𝒊=𝟏

𝒎

𝑾𝒊𝒓𝒊
𝟑 = 𝟎

(1)

(2)

(3)

(4)

، این معادلات ، m=2با فرض 
:بدین صورت می باشند

https://sameradeeb-

new.srv.ualberta.ca/
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گیری عددی مربع سازی گوس  گوس و ضرایب وزن برای انتگرالنقاط 

10

مربع سازی گوس
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.کنیدمحاسبهدقیقصورت

:حل

11

1مثال 

𝑰 = න

−𝟏

𝟏

𝒓𝟐 − 𝟑𝒓 + 𝟕 𝒅𝒓

𝒓𝒊 = ±𝟎. 𝟓𝟕𝟕𝟑𝟓𝟎𝟑𝑾𝒊 = 𝟏 𝒊 = 𝟏, 𝟐

𝒇(𝒓) = 𝒓𝟐 − 𝟑𝒓 + 𝟕

න

−𝟏

𝟏

𝒓𝟐 − 𝟑𝒓 + 𝟕 𝒅𝒓

= 𝟏 𝟎. 𝟓𝟕𝟕𝟑𝟓𝟎𝟑 𝟐 − 𝟑 𝟎. 𝟓𝟕𝟕𝟑𝟓𝟎𝟑 + 𝟕

+(𝟏)[ −𝟎. 𝟓𝟕𝟕𝟑𝟓𝟎𝟑 𝟐 − 𝟑(−𝟎. 𝟓𝟕𝟕𝟑𝟓𝟎𝟑) + 𝟕]

= 𝟏𝟒. 𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟕
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12

𝑰 = ඳ

−𝟏

𝟏

න

−𝟏

𝟏

)𝒇(𝒓, 𝒔 𝒅𝒓𝒅𝒔 ≈ ඳ

−𝟏

𝟏

෍

𝒊=𝟏

𝒏

)𝑾𝒊𝒇(𝒓𝒊, 𝒔 𝒅𝒔 ≈ න

−𝟏

𝟏

𝒈(𝒔)𝒅𝒔 =෍

𝒋=𝟏

𝒎

൯𝑾𝒋𝒈(𝒔𝒋

𝑰 = ඳ

−𝟏

𝟏

න

−𝟏

𝟏

)𝒇(𝒓, 𝒔 𝒅𝒓𝒅𝒔 ≈෎

𝒋=𝟏

𝒎

෍

𝒊=𝟏

𝒏

൯𝑾𝒋𝑾𝒊𝒇(𝒓𝒊, 𝒔𝒋

انتگرال دوگانه

𝑰 = ඳ

−𝟏

𝟏

න

−𝟏

𝟏

)𝒇(𝒓, 𝒔 𝒅𝒓𝒅𝒔
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r

s

r

s

13

انتگرال دوگانه

web.ma.utexas.edu/

𝑰 = ඳ

−𝟏

𝟏

න

−𝟏

𝟏

)𝒇(𝒓, 𝒔 𝒅𝒓𝒅𝒔 ≈෎

𝒋=𝟏

𝒌

෍

𝒊=𝟏

𝒏

൯𝑾𝒋𝑾𝒊𝒇(𝒓𝒊, 𝒔𝒋

https://sameradeeb-

new.srv.ualberta.ca/

موقعیت نقاط گوس در فضای دوبعدی
جهتنقطه در هر دو جهتنقطه در هر سه 

جهتنقطه در هر هشت 



انتگرال گیری عددی-فصل نهم

نی
مبا

ود 
حد
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اج
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حل
مقدارگوسسازیمربعروشازاستفادهبات

.کنیدمحاسبهرامقابلانتگرالدقیق

:حل

14

𝑰 = ඳ

−𝟏

𝟏

න

−𝟏

𝟏

൫𝒓𝟑 − 𝟏) 𝒔 − 𝟏 𝟐𝒅𝒓𝒅𝒔

2مثال 

𝒔𝟏

𝒔𝟐

𝒓𝟏 𝒓𝟐

𝒇 𝒓, 𝒔 = (𝒓𝟑−𝟏) 𝒔 − 𝟏 𝟐

𝑰 =ා

𝒋=𝟏

𝟐

෍

𝒊=𝟏

𝟐

൯𝑾𝒋𝑾𝒊𝒇(𝒓𝒊, 𝒔𝒋 =

𝟏 × 𝟏 ×
𝟑

𝟑

𝟑

− 𝟏
𝟑

𝟑
− 𝟏

𝟐

+ 𝟏 × 𝟏 ×
− 𝟑

𝟑

𝟑

− 𝟏
𝟑

𝟑
− 𝟏

𝟐

+

𝟏 × 𝟏 ×
𝟑

𝟑

𝟑

− 𝟏
− 𝟑

𝟑
− 𝟏

𝟐

+ 𝟏 × 𝟏 ×
− 𝟑

𝟑

𝟑

− 𝟏
− 𝟑

𝟑
− 𝟏

𝟐

= −𝟓. 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑
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15

انتگرال سه گانه

𝑰 =

−𝟏

𝟏

ඳ

−𝟏

𝟏

න

−𝟏

𝟏

)𝒇(𝒓, 𝒔, 𝒕 𝒅𝒓𝒅𝒔𝒅𝒕 ≈ා

𝒌=𝟏

𝒍

෎

𝒋=𝟏

𝒌

෍

𝒊=𝟏

𝒏

൯𝑾𝒌𝑾𝒋𝑾𝒊𝒇(𝒓𝒊, 𝒔𝒋, 𝒕𝒌

r
s

t

(سه نقطه در هر جهت)موقعیت نقاط گوس در فضای سه بعدی 
http://paulino.ce.gatech.edu/
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حل
یسازمربعروشازاستفادهبات

انتگرالدقیقمقدارگوس
.آوریددستبهرامقابل

:حل

16

3مثال 

𝑰 =

−𝟏

𝟏

ඳ

−𝟏

𝟏

න

−𝟏

𝟏

𝒓𝟐(𝒔𝟐 − 𝟏)(𝒕𝟒 − 𝟐)𝒅𝒓𝒅𝒔𝒅𝒕

𝒓𝟏 = +𝟎. 𝟓𝟕𝟕𝟑𝟓𝟎𝟑 𝑾𝟏 = 𝟏
𝒓𝟐 = −𝟎. 𝟓𝟕𝟕𝟑𝟓𝟎𝟑 𝑾𝟐 = 𝟏

𝒕𝟏 = 𝟎. 𝟎 𝑾𝟏 = 𝟎. 𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟗
𝒕𝟐 = 𝟎. 𝟕𝟕𝟒𝟓𝟗𝟔𝟕 𝑾𝟐 = 𝟎. 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟔
𝒕𝟑 = −𝟎. 𝟕𝟕𝟒𝟓𝟗𝟔𝟕 𝑾𝟑 = 𝟎. 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟔

𝒔𝟏 = +𝟎. 𝟓𝟕𝟕𝟑𝟓𝟎𝟑 𝑾𝟏 = 𝟏
𝒔𝟐 = −𝟎. 𝟓𝟕𝟕𝟑𝟓𝟎𝟑 𝑾𝟐 = 𝟏

𝑰 =ා

𝒌=𝟏

𝟑

ා

𝒋=𝟏

𝟐

෍

𝒊=𝟏

𝟐

𝑾𝒌𝑾𝒋𝑾𝒊 𝒇(𝒓𝒊, 𝒔𝒋, 𝒕𝒌)
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3𝑰مثال  =ා

𝒌=𝟏

𝟑

ා

𝒋=𝟏

𝟐

෍

𝒊=𝟏

𝟐

𝑾𝒌𝑾𝒋𝑾𝒊 𝒇(𝒓𝒊, 𝒔𝒋, 𝒕𝒌)



انتگرال گیری عددی-فصل نهم

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
-گرالانتروشازاستفادهبارامقابلانتگرالت

سهودویک،بردنبکارباوگوسگیری
.کنیدمحاسبهانتگرالینقطه
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4مثال 

𝑰 = ඲

−𝟏

𝟏

𝒓𝟐 − 𝟏

𝒓 + 𝟑 𝟐
𝒅𝒓

𝑾𝟏 = 𝟐 𝒓𝟏 = 𝟎

𝑰 ≈ 𝟐
−𝟏

𝟗
= −𝟎. 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐

𝑾𝟏 = 𝑾𝟐 = 𝟏 𝒓𝟏 =
𝟑

𝟑
𝒓𝟐 = −𝒓𝟏

𝑰 ≈ −𝟎. 𝟏𝟔𝟓𝟔𝟖

:انتگرالینقطهیک

:انتگرالینقطهدو
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𝑰 ≈ −𝟎. 𝟏𝟓𝟖𝟗𝟏

𝑰 = −𝟎. 𝟏𝟓𝟖𝟖𝟖𝟖

4𝑰مثال  = ඲

−𝟏

𝟏

𝒓𝟐 − 𝟏

𝒓 + 𝟑 𝟐
𝒅𝒓

:انتگرالینقطهسه
𝒓𝟏 = 𝟎. 𝟎 𝑾𝟏 = 𝟎. 𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟗
𝒓𝟐 = 𝟎. 𝟕𝟕𝟒𝟓𝟗𝟔𝟕 𝑾𝟐 = 𝟎. 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟔
𝒓𝟑 = −𝟎. 𝟕𝟕𝟒𝟓𝟗𝟔𝟕 𝑾𝟑 = 𝟎. 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟔 𝑰 ≈ −𝟎. 𝟏𝟓𝟗𝟐𝟑

:انتگرالینقطهچهار

:تحلیلیحل


